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Questoes






1.1 Nivel Facil

Questio 1

Usando cartolina, um aluno construiu um prisma, sem uma das tampas (bases) e uma piramide,
sem o fundo (base), de mesma base e mesma altura do prisma. Em seguida, encheu a piramide de
areia e a despejou dentro do prisma. Repetiu essa operacao até encher o prisma com areia.
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Quantas vezes foram necessarias despejar o contelldo da piramide no interior do prisma, para
enché-lo por completo?

Questio 2 - OUNIFAP 2009 (Universidade Federdl do Bmepd)

Um poliedro tem 7 faces, 7 vertices e 12 arestas. Desse modo, podemos inferir que esse poliedro
pode ser:

(@) um prisma de base heptagonal.
() um prisma de base hexagonal.

(¢) um prisma de base pentagonal.
(d) uma piramide de base hexagonal.
(e) uma piramide de base heptagonal.

Questéio 3 - FEEVALE (Faculdade e Escola do Vale dos Sines)

No sdlido abaixo representado, sabe-se que as faces ABCD e BCFE sao retangulos de areas 6 cm?
e 10 cm?, respectivamente.
O volume desse sdlido ¢ de: F

(@ 8cm?

(b) 10 cm3
(©) 12 cm3
(@) 16 .cm3
(e) 24 cm3




Questio 4 - ENEM 2014 (Exame Naciondl do Ensine Médio)

Um carpinteiro fabrica portas retangulares macicas, feitas de um mesmo material. Por ter recebido

. ‘ : 1
de seus clientes peidos de portas mais altas, aumentou sua altura em 3 preservando suas

espessuras. A fim de manter o custo com o material de cada porta, precisou reduzir a largura. A
razao entre a largura da nova porta e a largura da porta anterior €

1 7 8 8 9
(a) g ©) g © 7 (o)) 5 (e §

Questéo 5 - OEPB 2013 (Universidade Estadedl da Pardibe)

Um reservatério em forma de cubo, cuja diagonal mede 2+/3 m, tem capacidade igual a

(@) 1000 ¢ (o) 2000 ¢ (c) 4000 ¢ (d) 8000 ¢ (e) 16000 ¢

Questio 6

Gabriel e Douglas estavam conversando em uma aula de Matematica quando Gabriel afirmou:
“O menor nimero de lados que um poligono pode ter € trés, entdo o menor nimero de faces

gue um prisma pode ter € quatro”.
A0 escuta-lo, Douglas discordou, dizendo que “com quatro faces ndo se faz um prisma”.

(@) Quem esta correto? Justifigue minuciosamente sua resposta.

(b) Qual € menor nimero de arestas e de vértices que um prisma pode ter?

Questéo 7 - OFRGS 2013 (Universidade Federdl do Rieo Grande do
Svl)

Um solido geométrico foi construido dentro de um cubo de aresta 8, ¢
de maneira que dois de seus veértice, P e Q, sejam respectivamente 0s
pontos medios de AD e BC, e os vertices da face superior desse

solido coincidam com os vertices da face superior desse cuoo, como | NP A c
indicado na figura ao lado. Nessas condicdes, o volume desse solido  » =

e

(a) 64 (b) 128 (c) 256 (d) 512 (e) 1024
Questio & - OFPE 200& (Universidade Federdl de Pernambuco)

Considere um tronco de piramide de 4 dm de altura e cujas areas das bases sao iguais a 36 dm? e
144 dm?. Calcule seu volume.



Questio 9 - OFTM 2012 (Oniversidode Federdl do Tridngule Mineire)

A figura 1 representa um prisma apos a seccao do paralelepipedo reto-retangulo ADFCGIL
representada na figura 2.

figura | figura 2

Sendo que AB = BC = DE = EF e 4HI = JL = 2JG = 2AG = x, 0 volume do prisma representado
na figura 1 ¢

5x3 3x3 3x3 5x3 3x3
(a) 3—2 (b) E (C) ? (d) ? (e) T

Questdo 10 - OVA 2013 (Oniversidode Veiga de BImeida)
Acerca do poliedro ao lado, sao feitas as seguintes afirmacdes:
(04D) E um poliedro de Platdo, mas ndo ¢ regular.

(02) E um poliedro euleriano.

(04) Suas faces sao poligonos regulares e congruentes.
(08) E chamado de dodecaedro regular.

Seja C o valor da soma das alternativas corretas. Entdo, ¢ correto afirmar que C é:

(a) Um nUimero cubo perfeito

(b) Um nimero perfeito

(c) Um nimero quadrado perfeito
(d) Um nimero impar

(e) Um nimero primo.

Questédo 11 - IVA 1975 (Institute Tecnoldgico de Berondutica)

Num poliedro convexo, o nimero de faces € 6 e o nimero de vértices ¢ 8. Entdo, o nimero de
arestas desse poliedro é:

@12 (b) 18 (©) 28 (d) 30 (e) 32



Questio 12

Tomatildo € um alegre feirante. Ele adora vender tomates. Mas para
transporta-los para sua quitanda, ele necessita guarda-los em caixas.
Entdo, utilizando-se de 7 caixas iguais na forma de paralelepipedos reto-
retangulos, de dimensdes 58 cm, 37 cm e 43 cm, ele consesguiu
preenché-los totalmente com seus tomates. Tomatildo passou a vender
cada tomate a R$ 0,78 a unidade. Supondo que os tomates tenham o
mesmo volume de 864 cm3, qual serd o lucro obtido apds a venda de
todos os tomates?

(@ R$ 449, 50 (o) R$ 496, 59 (©)R$ 512, 32 (d) R$ 584,92 (e)R$ 780, 86

Questdoe 13 - FGY (Fundagie Getulie Vargas)

Qual das afirmacdes abaixo ¢ verdadeira?

(8) Um dodecaedro tem duas faces.

(b) Uma face ¢ a interseccao de duas arestas.
(c) Um pentadecaedro tem 15 arestas.

(d) Existe poliedro que tem quatro faces.

(e) Todo poliedro tem no minimo 12 arestas.

Questiio 14 - OFOP (Universidade Federal de Oure Preto)

Maira adora brincar na piscina da casa de Jean. A piscina tem 3 m de largura por 4 m de
comprimento. A parte mais rasa tem 0,5 m de profundidade e a parte funda, 1T m de
profundidade. O piso da piscina ¢ o usual: uma rampa plana. A quantidade de litros de agua
necessaria para enché-la ¢

(@ 6000 (o) 8000 (c) 9000 (d) 10000 (e) 12000

Questiieo 15 - 6BMEP (Olimpiada Brasileira de Matemética das
Escolas Poblicas)

Para montar um cubo, Guilherme recortou um pedaco de cartolina branca e
pintou de cinza algumas partes, como na figura ao lado. Qual das figuras abaixo

representa o cubo construido por Guilherme? u _:_J
@ ©®) © () @
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Questio 16 - OFMA (Universidade Federdal do Maranhie)

Uma piramide e um prisma de bases quadradas tém areas de base e volume iguais. Se a altura da
piramide € de 6 cm e a medida do lado da base ¢ 7 cm, determine a area total do prisma.

Questéde 17 - OPF 2014 (Universidade de Passe Funde)

As quatro faces do tetraedro ABCD sao triangulos equilateros. M ¢
o ponto medio da aresta AB. O triangulo MCD formado é:

(@) escaleno

(b) retangulo

(c) equildtero

(d) obtusangulo

(e) estritamente isdsceles

Questio 1& - OFSM 20601 (Oniversidade Federdal de Santa Maria)

Trés criancas estavam brincando na
biblioteca da escola e resolveram fazer
pilhas de mesma altura, com livros,
conforme a figura. A mais organizada fez a
pilha A, e as outras duas fizeram as pilhas B
e C. Considerando-se que todos os livros
tém a mesma drea de capa e gue as pilhas
tém a mesma altura, pode-se afirmar que

(a) o volume da pilha A € maior do que o volume da pilha C.

(b) os volumes das pilhas B e C sdo iguais € maiores do que o volume da pilha A.

(c) o volume da pilha A € menor do que o volume da pilha B que ¢ menor do que o volume da
pilha C.

(d) os volumes das trés pilhas sao iguais.

(e) ndo existem dados suficientes no problema para decidir sobre os volumes e compara-los.

il



1.2 Nivel Médio

Quesgtao 71— UER] 2070 (Universidade Estadual do Rio de Janeiro)

Uma embalagem em forma de prisma octogonal regular contém uma pizza circular que tangencia
as faces do prisma.

Desprezando a espessura da pizza e do material usado na embalagem, a razao entre a medida do
raio da pizza e a medida da aresta da base do prisma ¢ igual a:

@ 22 ©) % © ﬁ;l

@ 2(v2-1)

Questao 2 — UFRGS 2014 (Univergidade Federal do Rio Grande do Sul)

Os vértices do hexagono sombreado, na figura ao lado, sdo pontos
médios das arestas de um cubo. Se o volume do cubo é 216, o
perimetro do hexagono é

@@ 342 () 642 © 9v2
(@ 122 (@ 1842
Quesgtao 3

Um trapezoedro ¢ um poliedro com faces em forma de deltoide. Seu formato ¢ bastante similar a
um baldo de festa junina, como pode ser Visto abaixo:

A LD

O tipo de trapezoedro depende da quantidade de deltoides que o formam.
Em geral, se ele tem 2n deltoides ele ¢ chamado de trapezoedro n-gonal. Por
exemplo, O trapezoedro verde ao lado ¢ chamado de pentagonal porque
contém 10 deltoides. Prove que todo trapezoedro é convexo.

12



Questao 4 — UFRGS 2014 (Universidade Federal do Rio Grande do $ul)

Na figura abaixo, encontra-se representada a planificacdo de um sdlido de base quadrada cujas
medidas estdo indicadas.

10 5
1 6 10
=] [=] [«] [=]
6 6
(] (2] =]
E 6 10
10 °
O volume desse sdlido é:
(@) 144 () 180 (©) 216 (d) 288 (e) 360

Quesgtao 5 — UFG 2013 (Universidade Federal de Goias)

Um joalheiro produzira um ornamento para um pingente a partir de uma pedra precisa,
originamente em forma de um cubo. Para isso, ele retirara de cada vertice do cubo um tetraedro
CUjos vertices sao 0s veértices do cubo e os pontos medios das arestas gque concorrem nesse
vértice. Os tetraedros serao descartados. Considerando-se as condicdes apresentadas, calcule:

(@) O nimero de faces do poliedro que constitui © ornamento.

(b) A fracdo do volume do cubo original que constitui cada tetraedro retirado.

Quegtao 6 — UPE 2013 (Univergidade de Pernambuco)

Para pintar completamente o cubo representado abaixo, sao necessarios 300 mililitros de tinta.

Mantendo o mesmo rendimento de pintura, quantos litros seriam necessarios para pintar
completamente a peca representada abaixo, formada por 14 cubos, sabendo-se que ndo ha
cubos escondidos?

(@) 0,7 litro
(b) 1,9 litros

(©) 2,1 litros /—
(d) 3,0 litros 7
(e) 4,2 litros

13



Quesgtao 7 — UNEB 201% (Univergidade do €stado da Bakia)

‘A pele € o maior 0rgao de seu corpo, com uma superficie de até 2 m2. Ela tem duas camadas

principais: a epiderme, externa, e a derme, interna. *
(BREWER. 2013, p. 79).

De acordo com o texto, a superficie maxima coberta pela pele humana ¢ equivalente a de um
cubo cuja diagonal, em m, ¢ igual a

1 V3 V3
@ 3 © © 5

@ V3 @1

Questao 8

Punching Ball ¢ o nome dado a um equipamento muito
utilizado por boxeadores para treinamentos. Carlos pratica
boxe e necessita de uma punching ball com modelo
semelhante aos que estao exemplificados ao lado. Como
ele ira fixa-la no teto d e sua garagem por meio de um
suporte flexivel, € necessario saber seu volume. Para isso,
Carlos fez um esboco da punching ball utilizando duas
piramides de base hexagonal regular, como mostrado
abaixo, obtendo um sdlido.

(a) Determine a quantidade de faces, vértices e arestas e diga um possivel nome para este sélido.

(b) Sabendo que o apdtema do hexdgono que serve como base para as pirdmides ¢ de  6+/3
cm, que a altura da piramide de cima ¢ o dobro da altura da piramide de baixo e que a area
superficial total do sélido ¢ de 1404 cm?2, determine o valor aproximado do volume da punching
ball calculado por Carlos.

Quesgtao 9

Dados com formatos de poliedros, como os mostrados abaixo, sao utilizados nos mais diversos
tipos de jogos de tabuleiro.
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(@) Determine o nimero de faces, vértices e arestas de cada poliedro representado acima.

(b) Tem-se abaixo a planificacdo de um dado dodecaedrico com os nimeros de 1 a 12 em suas
respectivas faces. Por um defeito na fabricacao do mesmo, algumas faces ficaram sem seus
nUmeros, representados abaixo pelas letras x, y, z e w. Sabendo que a soma dos nimeros de
faces opostas € sempre igual, determine os valores de x, y, z e w.

(c) Supondo que tenhamos um dado tetraedrico com os nimeros de 1 a 4 em cada face, um
dado normal com ndmeros de 1 a 6, um dado octaédrico com nimeros de 1 a 8, um dado
dodecaédrico com nimeros de 1 a 12 e um dado icosaedrico com nimeros de 1 a 20, se
sortearmos um nimero de cada dado, nessa ordem, qual a probabilidade deles formarem uma
progressao aritmetica?

Questao 710 — UER] 2007 (Universidade Estadual do Rio de Janeiro)

Na construcao de um hangar, com a forma de um paralelepipedo retangulo, que possa abrigar um
"Airous", foram consideradas as medidas apresentadas abaixo.

Airbus A3XX-100

Envergadura

79.8 metros

Comprimento e altura total

24,1 metros

73 metros

(Adaptado de "Veja", 14/06/2000.)

Calcule o volume minimo desse hangar.

Questao 11

Seja um prisma regular de base hexagonal com lados de medida | e altura de medida h. Sabendo
que o volume do prisma é 24418 , determine todos os valores inteiros de | tais que existe uma
constante k de modo que 4 =k-A e k>l

lateral — base

15



Quesgtao 12

A raiz quadrada da razao entre as quantidades de diagonais espaciais de um icosaedro e um

/e A a
dodecaedro, sendo estes Solidos Platbnicos, pode ser expressa na forma 5 comaeb
inteiros. Determine a + b.

16



1.3 Nivel Dificil

Quesbae 1 - OOM 2000 Qlimpiada Cearense de Mabematica

Se um poliedro convexo tem 6 Vértices e 12 arestas, prove que toda face ¢ um triangulo.

Quesbae 2 - ITA 2014 (nsbibube Tecnelégice de Acrendubica

Uma piramide de alturah = 1 cm e volume V = 50 cm?3 tem como base um poligono convexo de
n lados. A partir de um dos vértices do poligono tracam-se n — 3 diagonais que o decompdem
em n — 2 triangulos cujas areas S;,i=1,2,...n—2, constituem uma progressao aritmética na qual

S3:%cm2 e S,=3cm’ Entdon ¢ igual a:

(@ 20 (b) 22 (©) 24 (d) 26 (e) 28

QuesSLae I - OPM 2013 Qlimpiada Paulista de Matematica (Adaptade)

Os solidos de Platdo tém faces com mesmas quantidades de arestas e, além disso, de cada vértice
sai @ mesma quantidade de arestas. Se todas as arestas tém a mesma medida, o sélido de Platdo é
regular. Pode-se provar que ha cinco sélidos de Platdo: o tetraedro, o hexaedro, o octaedro, o
dodecaedro e o icosaedro.

Voce ja deve conhecer bem os dois primeiros solidos, e quem sabe o terceiro. Nesse problema,
daremos uma atencao especial ao icosaedro.

Nesta questao, calcularemos o raio da esfera inscrita no icosaedro regular, que € o solido de Platdo
com 20 faces triangulares.

(a) Sendo 6 o angulo diédrico entre as faces ABC e BCD do icosaedro regular, calcule cos 6.

17



(b) Considere o quadrilatero destacado na figura da direita, que tem como vértices o centro do
icosaedro, dois centros de faces adjacentes e o ponto médio de uma das arestas. Sendo { a
medida da aresta do icosaedro, calcule o raio da esfera inscrita no icosaedro.

Voceé pode querer utilizar os seguintes dados:

'(1+\/§)‘

® A diagonal de um pentagono regular de lado x ¢ x 5

0 \/l—cosH
() — )=y .
tg(2) cos O+ 1

QueSLA0 4 - OCAXM 2002 ©limpiada Capixaba de Matematica 2002)

A partir da figura abaixo calcule o volume de um tetraedro de aresta a.

Quesbae 5 - OBM 1992 @limpiada Brasilcira de Mabematica 1992)

Um dado ¢ um sdlido com a forma de um poliedro convexo com um ndmero impresso em cada
face de tal forma que se forem apagados todos os nlimeros as faces se tornam i distinguiveis. Diga
para quais valores de n ¢ possivel construir um dado de n faces com a propriedade de que para
cada face ha sempre uma outra face paralela.

QuesbL&e 6

Se a altura de uma piramide regular de base dodecagonal for duplicada e o lado de sua base
reduzido a metade, qual a diminuicao percentual no volume da piramide?

Quesbae 7 - OBM 1999 Qlimpiada brasilcira de Matematica)

Dado um poliedro convexo com um ndmero impar de faces, mostre que existe pelo menos uma
face com um nUmero par de lados.

Quesbtae & - UFPel Wniversidade Federal de Pelebas)

No pais do México, ha mais de mil anos, o povo Asteca resolveu o problema da armazenagem da
pos-colheita de graos com um tipo de silo em forma de uma bola colocado sobre uma base

18



circular de alvenaria. A forma desse silo ¢ obtida juntando 20 placas hexagonais e mais 12 placas

pentagonais.

Com base no texto, ¢ correto afirmar que esse silo tem:

(@) 90 arestas e 60 vértices.
(b) 86 arestas e 56 Vértices.
(c) 90 arestas e 56 vértices.
(d) 86 arestas e 60 vértices.
(e) 110 arestas e 60 vértices.

QUestao 9 - IME 2006 (Insbibube Miliar de Engenharia

Um plano corta um cubo com aresta de comprimento 1 passando pelo ponto médio de trés
arestas concorrentes no vértice A e formando uma piramide, conforme a figura a sesuir. Este
processo ¢ repetido para todos os vertices. As piramides obtidas sdo agrupadas formando um
octaedro cuja drea da superficie externa ¢ igual a:

@ g ) V3 © % (P @1
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Solucoes
das Questoes
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2.1 Nivel Facil
Questio 1

Usando cartolina, um aluno construiu um prisma, sem uma das tampas (bases) e uma piramide,
sem o fundo (base), de mesma base e mesma altura do prisma. Em seguida, encheu a piramide de
areia e a despejou dentro do prisma. Repetiu essa operacao até encher o prisma com areia.

Quantas vezes foram necessarias despejar o contelldo da piramide no interior do prisma, para
enché-lo por completo?

Solucdo

Como o prisma e a piramide possuem bases iguais, € Obvio que suas areas também serao iguais.
Dessa forma, podemos calcular o volume de cada um dos dois solidos:
V =A, -h

prisma— “*base

h

base

4

pirdmide 3

Vv

Vé-se que o volume do prisma ¢ o triplo do volume da piramide.
Logo, para encher o prisma por completo, foi necessario despejar o conteldo da piramide 3
vezes.

Questio 2 - OUNIFAP 2009 (Universidade Federdl do Bmepd)

Um poliedro tem 7 faces, 7 vertices e 12 arestas. Desse modo, podemos inferir que esse poliedro
pode ser:

(@) um prisma de base heptagonal.
(b) um prisma de base hexagonal.

(€) um prisma de base pentagonal.
(d) uma piramide de base hexagonal.
(e) uma piramide de base heptagonal.

23



Solugdio

Esse poliedro claramente deve ser o citado entre as alternativas (c) e (d), pois os demais possuem
uma quantidade diferente de 7 faces. Mas veja que o prisma de base pentagonal citado deve ter
10 arestas apenas. Assim, segue gque esse pPoliedro pode ser uma piramide de base hexagonal.
Abaixo, temos uma tabela com a quantidade de Vvértices, arestas e faces dos poliedros das
alternativas:

(a) Prisma de base heptagonal 14 91 9
(b) Prisma de base hexagonal 19 18 8
(c) Prisma de base pentagonal 10 15 7
(d) Piramicle de base hexagonal 7 192 7
(e) Piramidle de base heptagonal 8 14 8

A alternativa correta ¢ a (d).

Questio 3 - FEEVALE (Foaculdode e Escola do Vdale dos Sines)

No sdlido abaixo representado, sabe-se que as faces ABCD e BCFE sao retangulos de areas 6 cm?
e 10 cm?, respectivamente.
O volume desse sdlido ¢ de:

(@ 8cm?

(o) 10 cm3
(©) 12 cm3
(@ 16 cm3
(e) 24 cm3

Solucgiio

A area de ABCD ¢ dada por AB-BC. Daitemos 2AB=6< AB=3. Ja a area de BCFE ¢ dada
por CB-EB. Entdo 2EB=10< EB=5. Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo AEB:
(EA)?+(AB)?*=(EB)*e EA*+3?=5 = EA=152—32 EA=4.
O volume desse sdlido (que ¢ classificado como um prisma) € dado por
V=AB-BC-EA=V =3-2-4=V=24cm’

A resposta ¢ a alternativa (e).

Questio 4 - ENEM 2014 (Exame Naciondl do Ensine Medioe)

Um carpinteiro fabrica portas retangulares macicas, feitas de um mesmo material. Por ter recebido

. . : 1
de seus clientes peidos de portas mais altas, aumentou sua altura em 3 preservando suas

espessuras. A fim de manter o custo com o material de cada porta, precisou reduzir a largura. A

24



razao entre a largura da nova porta e a largura da porta anterior ¢

1 7 8 8 9
@@ g ©) g ()] 7 @ 5 (e g

Solucdo
Seja V, ovolume inicial daportae ¥, o volume apds alterar a altura da porta. Temos

, , 1
V,=hl-e, emqueh ¢aalturg, I ¢ alargura e e a espessura. Aumentando a altura em 3

temos nzuﬁgyﬁa:n:%wie

Seja [, alargura final. Para preservar o volume, este deve se manter, ou seja, V,=V, .Daj,

9 9
helye=gehl-e=l =21
9
2.
/
A raz&o pedida é 71:8—:%

A resposta ¢ a alternativa (e).

Questio 5 - OEPB 2013 (Universidade Estadedl da Paraibe)
Um reservatdrio em forma de cubo, cuja diagonal mede 2+/3 m, tem capacidade igual a

(@ 1000 ¢ (b) 2000 ¢ (c) 4000 ¢ (d) 8000 ¢ (e) 16000 ¢

Solugdio

A medida da diagonal do cubo é dada por V3. Segue de imediato que 1 =2 m. O volume de
um cubo de lado | ¢ dado por  V'=1[° Dai, obtemos V=23=FV=8m?

Como 8 m3 = 8000 {, segue que a alternativa correta ¢ a (d).

Questdo 6

Gabriel e Douglas estavam conversando em uma aula de Matematica quando Gabriel afirmou:

“O menor nimero de lados que um poligono pode ter ¢ trés, entdo © menor nUimero de faces
gue um prisma pode ter € quatro”.

A0 escuta-lo, Douslas discordou, dizendo gque “com quatro faces ndo se faz um prisma”.

(a) Quem esta correto? Justifigue minuciosamente sua resposta.

(b) Qual € menor nimero de arestas e de vértices que um prisma pode ter?

25



Solugdio

(a) Douglas esta correto. O prisma com menor quantidade de faces ¢ o de base triangular, e este
tem no total 5 faces, como mostrado abaixo. Logo, € impossivel haver um prisma com 4 faces.

(b) Se o prisma do item (a) € o que tem a menor quantidade de faces, ele tamoém contera a

menor quantidade de arestas e vértices para um prisma.
Portanto, um prisma deve ter no minimo 9 arestas e 6 vértices.

Questéo 7 - OFRGS 26013 (Universidade Federdl do Rio Grande do
Svl)

Um sdlido geométrico foi construido dentro de um cubo de aresta 8, ]

de maneira que dois de seus vértice, P e Q, sejam respectivamente os i

pontos meédios de AD e BC, e os veértices da face superior desse solido £

coincidam com os veértices da face superior desse cubo, como h \/

indicado na figura ao lado. Nessas condicdes, o volume desse solido é ~ G
A B

(@) 64 (b) 128 (c) 256 (d) 512 (e) 1024

Solucgiio

A drea de cada quadrado gque compde esse cubo ¢ 82 = 64. Como P e Q sao pontos medios,

A A
segue A= A;’D e A= BzFGC. Como A = Ayree=064, ficamos com

AEHP:AFGQ:%:Q. Ovolume dosdlidoe V=A,,, HG=V =32-8=V =256.

A alternativa (c) é a correta.

Questio & - OFPE 200& (Universidade Federdl de Pernambuco)

Considere um tronco de piramide de 4 dm de altura e cujas areas das bases sdo iguais a 36 dm? e
144 dm?. Calcule seu volume.

Solugdio

O volume do tronco de um prisma de bases 4, e A, e medida de altura h ¢:
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_he (AN Ap A+ 4,)

V=

3
Dos dados do enunciado, temos:
p— 4~(144+\/1344~36+36) Sy 4-( 144-;72+36) Ly= 4252 o V=336dm?

» Solucgdo alternativa

Considere sem perda de generalidade que a piramide que originou esse tronco seja equivalente a
abaixo representada, em que h = 4 dm.

Assim, © volume do tronco sera a diferenca entre o volume da piramide maior e a piramide menor,

ousea, V¥ ,ono="V maior =V menor A altura da piramide menor € dada por H - h. Por semelhanca,
temos ﬁ:H—_4:>H:2H—8:.«H:8. Entao,
144 H
A, H A, (H—h : (8—
tronco: ba;e - base (3 ) Vtronco: 14;'. 8 - 36 (2 4) = I/tronco:384_482 Vtronco:336dm3‘

Questio 9 - OFTM 2012 (Oniversidode Federdl do Tridngule Mineire)

A figura 1 representa um prisma apds a seccao do paralelepipedo reto-retangulo ADFCGJL
representada na figura 2.

e, A= B T
N \u BN
% s e Lo M e
T G H 1
figura I figura 2

Sendo que AB = BC = DE = EF e 4HI = JL = 2JG = 2AG = x, 0 volume do prisma representado
na figura 1 ¢

5x3 3x3 3x3 5x3 3x3
(a) 3—2 (b) E © T (d) ? (e) T
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Solugdio

O volume do prisma serd dado por ¥V =(GH-JG)-AG. Do enunciado, temos JG=

: (3 () (s p=3X
. Assim, V—(4)(2)(2)=>V— =

3x X
GH=3HI==— AG==
4 € 2

A alternativa correta ¢ a (b).

Questdo 10 - OVA 2013 (Oniversidode Veiga de BImeidea)
Acerca do poliedro ao lado, sao feitas as seguintes afirmacoes:

(01) E um poliedro de Platdo, mas ndo ¢ regular.

(02) E um poliedro euleriano.

(04) Suas faces sao poligonos regulares e congruentes.
(08) E chamado de dodecaedro regular.

Seja C o valor da soma das alternativas corretas. Entdo, ¢ correto afirmar que C é:

(a) Um nimero cubo perfeito

(b) Um nimero perfeito

() Um nUmero guadrado perfeito
(d) Um nimero impar

(e) Um nimero primo

Solucgiio

Analisando os itens:

(01) Falsa. O poliedro mostrado ¢ um poliedro de Platdo, mas todo poliedro de Platao é regular.
(02) Verdadeira. O poliedro satisfaz a Relacao de Euler, pois tem 30 arestas, 12 vertices e 20 faces,
e12-30 + 20 = 2.

(04) Verdadeira. Por ser um poliedro regular, como foi dito, ele é composto por poligonos
regulares (triangulos equilateros) e congruentes.

(08) Falsa. O nome desse poliedro ¢ icosaedro regular.

Assim, temos C=2+4=C=6 .Como 6 ¢ um nUmero perfeito, segue que a alternativa correta ¢
a (o).

Questdo 11 - ITA 1975 (Institeto Teecnoldgico de Beronduticd)

Num poliedro convexo, o nimero de faces ¢ 6 e 0 nimero de vertices ¢ 8. Entdo, o nimero de
arestas desse poliedro é:

@12 (o) 18 (©) 28 (d) 30 (e) 32
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Solugdio
Aplicando o Teorema de Euler, segue de forma imediata que
V—A+F=2=8—A+6=2=>A4A=12.

Assim, a alternativa correta ¢ a (a).

Questio 12

Tomatildo ¢ um alegre feirante. Ele adora vender tomates. Mas para
transporta-los para sua quitanda, ele necessita guarda-los em caixas.
Entdo, utilizando-se de 7 caixas iguais na forma de paralelepipedos reto-
retangulos, de dimensdes 58 cm, 37 cm e 43 cm, ele consesguiu
preenché-los totalmente com seus tomates. Tomatildo passou a vender
cada tomate a R$ 0,78 a unidade. Supondo que os tomates tenham o
mesmo volume de 864 cm3, qual serd o lucro obtido apds a venda de
todos os tomates?

(@) R$ 449, 50 (o) R$ 496, 59 (©R$ 519, 32 (d) R$ 584,29 (e) R$ 780, 86

Solugdio

Por se tratar de um prisma (o paralelepipedo ¢ um prisma cujas faces sao paralelogramos), segue
que seu volume sera V. =58-37-43=92728 cm® Como cada tomate tem 864 cm?3 de volume,
92728

em cada caixa caberao =107,32407=107 tomates. Como ha 7 caixas, temos no total

7-107=749 tomates. Como cada um sera vendido a R$ 0,78, teremos no total um lucro de
749-0,78 =584,22.
A resposta ¢ a alternativa (d).

Questédoe 13 - FGY (Fundagieo Geltulie Varges)

Qual das afirmacdes abaixo ¢ verdadeira?

(a) Um dodecaedro tem duas faces.

(b) Uma face ¢ a interseccao de duas arestas.
() Um pentadecaedro tem 15 arestas.

(d) Existe poliedro que tem quatro faces.

(e) Todo poliedro tem no minimo 12 arestas.
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Solugiio

Vamos analisar cada afirmacao separadamente:

(a) A afirmacao ¢ falsa, pois um dodecaedro tem 12 faces.

(b) A afirmacao ¢ falsa, pois a interseccao de duas (ou mais) arestas € um vertice.

(c) A afirmacao ¢ falsa, pois um pentadecaedro tem 15 faces.

(d) A afirmacao ¢ verdadeira. Podemos citar como exemplo o tetraedro regular ou qualquer
piramide de base triangular.

(e) A afirmacao ¢ falsa, pois existem poliedros com menos de 12 arestas.

A resposta ¢ a alternativa (d).

Questio 14 - OFOP (Universidade Federal de Oure Preto)

Maira adora brincar na piscina da casa de Jean. A piscina tem 3 m de largura por 4 m de
comprimento. A parte mais rasa tem 0,5 m de profundidade e a parte funda, 1T m de
profundidade. O piso da piscina € o usual: uma rampa plana. A quantidade de litros de agua
necessdria para enché-la é

(@) 6000 (b) 8000 (c) 9000 (d) 10000 (e) 12000

Selugio

A piscina pode ser dividida em um prisma de dimensdes 3m, 4m e 0,5m e uma piramide
quadrangular de dimensdes 0,5m, 3m e 4m. Calculando o volume de cada um:

—.4. — 3 —_ — 3
Vprisma =3-4 0’5 = Vpr[sma =6m’. V pirdmide — 3 piramide ™~ 2m

O volume da piscina ¢ dado pela soma dos volumes do prisma e da piramide:

Vpiscina:Vprisma+V =34 =6+2=>V =8m’.

piramide piscina piscina —

Como 8 m3 = 8000 {, segue que ¢ necessario 8000 litros de agua para encher a piscina.
Alternativa (b).

Questio 15 - 6 BMEP (@limpiada Brasileira de Matemdtica das
Escolas Péblicas)

Para montar um cubo, Guilherme recortou um pedaco de cartolina branca e
pintou de cinza algumas partes, como na figura ao lado. Qual das figuras abaixo ‘ ‘ f J '
representa o cuoo construido por Guilherme?

m P P ¥ ) B

(@) (b) (©) (d) (e)
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Solugiio

A0 montar o cubo, a face branca e a face cinza ficam opostas; logo as alternativas (a) e (b) estdo
excluidas.

As alternativas (d) e (e) estao excluidas pois no cubo ndo podem aparecer um retangulo branco e
outro cinza com um lado menor em comum. Portanto, o cubo construido por Guilherme esta
representado na alternativa (c).

Questiio 16 - OFMA (Universidade Federdal do Maranhie)

Uma piramide e um prisma de bases quadradas tém areas de base e volume iguais. Se a altura da
piramide ¢ de 6 cm e a medida do lado da base ¢ 7 cm, determine a area total do prisma.

Solugiie
Se 0s volumes e as areas das bases sao iguais e a altura da piramide ¢ de 6 cm, temos:
Apio i ho . 6
_ _ ase " piramide __ "7 piramide _ _
prisma ™ V pirdmide = Abase M prisma — 3 = prisma 3 =h prisma _§ h prisma ™ 2em.

Assim, a area total do prisma é:

Atotal :4 Alateml+2 Abase = Atolal = 42 7+2 72 = Atotal = 105 sz'
Questio 17 - UPF 2014 (Universidade de Passe Funde)
As quatro faces do tetraedro ABCD sdo triangulos equildteros. M é A
o ponto medio da aresta AB. O triangulo MCD formado é:
(a) escaleno M
(b) retangulo
(c) equildtero B o D
(d) obtusangulo
(e) estritamente isGsceles

(

Selugio

Veja que MC e MD sdo alturas dos triangulos ABC e ABD, respectivamente. Dai, € dbvio que MC =
MD, donde segue que este triangulo ndo pode ser escaleno, o que elimina a alternativa (a). Por
estar dentro do tetraedro, MCD nao pode ser obtusangulo, o que elimina a alternativa (d).

143

Suponha agora que o lado do tetraedro seja . E claro entdo que  MC :MD:T . Pela Lei dos

Cossenos aplicada em MCD, temos:
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V3., 13 N3, IV3 — 32 317 3P —
2— 2 2_n, . . 2— __Zr .
/ ( 5 ) +( > ) 2( > )( > )COSCMDﬁl 1 + 1 > cosCM D=
— 2 o~ __12 PR _l
2 cosCM D= > =>cosCMD—3

Segue que cos60°<cos C M D<c0s90°=60°C M D<90°, e dai CMD ndo pode ser nem
retangulo nem equilatero. Entdo, o triangulo ¢ estritamente isdsceles, sendo a alternativa (e)
correta.

Questio 1® - OFSM 2661 (Universidade Federdl de Santa Maria)

Trés criancas estavam brincando na
biblioteca da escola e resolveram fazer
pilhas de mesma altura, com livros,
conforme a figura. A mais organizada fez a
pilha A, e as outras duas fizeram as pilhas B
e C. Considerando-se que todos os livros
tém a mesma area de capa e que as pilhas
tém a mesma altura, pode-se afirmar que

(a) o volume da pilha A € maior do que o volume da pilha C.

(b) os volumes das pilhas B e C sdo iguais e maiores do que o volume da pilha A.

(c) o volume da pilha A € menor do que o volume da pilha B que ¢ menor do que o volume da
pilha C.

(d) os volumes das trés pilhas sdo iguais.

(e) ndo existem dados suficientes no problema para decidir sobre os volumes e compara-los.

Solugdie

O Principio de Cavalieri nos diz que dois sdlidos com a mesma altura tém volumes iguais se as
seccoes planas de iguais altura possuirem a mesma area. Analisando as pilhas A, B e C, € facil
perceber gque as areas de seccoes serdo iguais. Logo, os volumes das trés pilhas sao 0s mesmos.
Alternativa (d).
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2.2 Nivel Médio

Questao 71— UER] 2070 (Univergidade €stadual do Rio de Janeiro)

Uma embalagem em forma de prisma octogonal regular contém uma pizza circular que tangencia
as faces do prisma.

Desprezando a espessura da pizza e do material usado na embalagem, a razao entre a medida do
raio da pizza e a medida da aresta da base do prisma ¢ igual a:

@ 22 (o) % © \5;1

@ 2(vV2-1)

Solugao

Sendo | a medida do lado da caixa, podemos dividir a base
octogonal em 8 triangulos isdsceles de angulo entre os lados iguais
sendo 45°, como mostrado ao lado. Usando a Lei dos Cossenos,
podemos descobrir a medida de | em funcao de x:
12:x2+x2—2-x-x-cos450=>12:2x2—\/§x2=>l:x\/2—\/5.
Utilizando o Teorema de Pitagoras, descobrimos o valor de r:

r2+(i)2:x2:>r2:xz_xz(2—_\/2):>,,2:xz(2—+\/§):>r:@

2 4 1 :
Entao,

xy2+12
ro_ 2 _roxl2d Ly a2 r 24D 22y rl 2
Poxy2=V2 1 2xy2-2 1222 D 2y2-2 2= L 2(2-42)
§: 2(2\/_2\/2) (ii\g):?:%: ?;2{#:}%: ﬁ2+1 . Aresposta ¢ a alternativa (c).

Questao 2 — UFRGS 2014 (Universidade Federal do Rio Grande do Sul)

Os vértices do hexagono sombreado, na figura ao lado, sao
pontos médios das arestas de um cubo. Se o volume do cubo
¢ 216, o perimetro do hexagono ¢

@@ 342 ) 612 © 92

(d 12v2 (e) 182

o

_/.’f
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Solucao

O lado do cubo serd 3216=6. Com auxilio do Teorema de Pitdgoras, sendo | o lado do
hexdgono, temos: 12=32+32=/=3+2.
O perimetro do hexdgono ¢ 6(3v2)=18V2. A resposta ¢ a alternativa ().

Questao 3

Um trapezoedro ¢ um poliedro com faces em forma de deltoide. Seu formato ¢ bastante similar a

um baldo de festa junina, como pode ser Visto abaixo:

Ad LD

O tipo de trapezoedro depende da quantidade de deltoides que o
formam. Em geral, se ele tem 2n deltoides ele ¢ chamado de trapezoedro
n-gonal. Por exemplo, O trapezoedro verde ao lado ¢ chamado de
pentagonal porque contém 10 deltoides.

Prove que todo trapezoedro ¢ convexo.

Solugao

Todo poliedro convexo satisfaz o Teorema de Euler. Assim, basta verifica-lo nos trapezoedros. Seja
um trapezoedro formado por n deltoides. Claramente, o nimero de faces sera n.
Veja que cada deltoide ¢ definida por 4 arestas. Entdo, sdo necessarias 4n arestas. Mas cada aresta

estd presente em duas faces, donde segue que ha 42—n=2n arestas.

Com relacao aos vertices, cada deltoide tem 4 vértices, donde sdo necessarios 4n vértices. Mas
em cada deltoide ha 3 vértices que se ligam a 3 deltoides, donde segue que sobram 4n —3n = n

o / / . L4 . n .
vertices. Alem desses, ha os dois vertices nas extremidades que pertencem a > deltoides.

Entdo, um trapezoedro tem n + 2 vértices no total.
Utilizando a Relacao de Euler, temos:
V—A+F=2=(n+2)—(2n)+(n)=2=>n—2n+n+2=2=2n—2n+2=2=2=2,

Assim, todos os trapezoedros sao Convexos.
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Questao 4 — UFRGS 2014 (Universidade Federal do Rio Grande do $ul)

Na figura abaixo, encontra-se representada a planificacdo de um sdlido de base quadrada cujas
medidas estdo indicadas.

10 5
1 6 10
=] [=] [«] [=]
6 6
(] (2] =]
E 6 10
10 °
O volume desse sdlido é:
(@) 144 () 180 (©) 216 (d) 288 (e) 360

Solucao

O solido formado sera um prisma de base triangular.
Determinando o valor de x pelo Teorema de Pitagoras, temos:

x*+6°=10*=>x’=10*—-6*=>x’=64=x=8cm.

Portanto, o volume V do sdlido sera dado por:

_86

V=A, -h=> V—7~6=> V' =144. A alternativa correta ¢ a (a).

base

Quesgtao 5 — UFG 2013 (Universidade Federal de Goias)

Um joalheiro produzird um ornamento para um pingente a partir de uma pedra precisa,
originaimente em forma de um cubo. Para isso, ele retirara de cada vertice do cubo um tetraedro
CUjos veértices sao 0s vértices do cubo e os pontos meédios das arestas gque concorrem nesse
vértice. Os tetraedros serao descartados. Considerando-se as condicdes apresentadas, calcule:

(@) O nimero de faces do poliedro que constitui © ornamento.

(b) A fracdo do volume do cubo original que constitui cada tetraedro retirado.

Solucao

(a) O nimero de faces do ornamento ¢ 14, sendo 6 contidas nas
faces do cubo original e mais 8 que apareceram nos 8 cortes para a
retirada dos tetraedros, conforme a figura ao lado.
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(b) Sendo a a medida da aresta do cubo, por ser uma piramide, seu volume sera

a a
B
2 2 a’?
Vtetraedro = f = Vtetraedro = E
a3
14 48 V
Como o volume do cubo ¢ a3, a razdo pedida € M=%:;’¢”’”=%.

cubo cubo

Quesgtao 6 — UPE 2013 (Univergidade de Pernambuco)

Para pintar completamente o cubo representado abaixo, sao hecessarios 300 mililitros de tinta.

Mantendo o mesmo rendimento de pintura, quantos litros seriam necessarios para pintar
completamente a peca representada abaixo, formada por 14 cubos, sabendo-se que ndo ha
cubos escondidos?

(a) 0,7 litro

(b) 1,9 litros
(©) 2,1 litros
(d) 3,0 litros
(e) 4,2 litros

Solucao

Para pintar cada face foram necessarios 36ﬂ:50 mililitros. Pela figura, hd 14 cubos totalizando 42

faces quadradas para serem pintadas. Assim, para pintar a peca inteira serdo necessarios
42-50=2100=2,1 litros de tinta, alternativa (c).

Quegtao 7 — UNEPB 20714 (Universidade do Estado da Babkia)

‘A pele ¢ o maior 6rgdo de seu corpo, com uma superficie de até 2 m2. Ela tem duas camadas

princCipais: a epiderme, externa, e a derme, interna. “
(BREWER. 2013, p. 79).

De acordo com o texto, a superficie maxima coberta pela pele humana ¢ equivalente a de um
cubo cuja diagonal, em m, ¢ igual a

@) % ©) g © ? @ V3 @1
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Solucao

A area total de um cubo ¢ 4,,,=6a*> ,onde a ¢ a medida da aresta do cubo. Entgo:
Apu=2=6a>=2= azzg:a:ﬁ. A diagonal do cubo ¢ dada por d=a 3. Assim,

3
Py 2
d =%-x/§=>d:@:d=%:d= 1. Aresposta ¢ a alternativa (e).

Quegtao 8

Punching Ball € o nome dado a um equipamento muito
utilizado por boxeadores para treinamentos. Carlos pratica
boxe e necessita de uma punching ball com modelo
semelhante aos que estao exemplificados ao lado. Como
ele ira fixd-la no teto d e sua garagem por meio de um
suporte flexivel, € necessario saber seu volume. Para isso,
Carlos fez um esboco da punching ball utilizando duas
piramides de base hexagonal regular, como mostrado
abaixo, obtendo um sdlido.

(a) Determine a quantidade de faces, vértices e arestas e diga um possivel nome para este solido.

(b) Sabendo que o apdtema do hexdgono que serve como base para as piramides ¢ de 63
cm, gue a altura da piramide de cima ¢ o dobro da altura da piramide de baixo e que a area
superficial total do sdlido € de 1404 cm?, determine o valor aproximado do volume da punching
ball calculado por Carlos.

Solucao

(a) Observando a figura, € possivel perceber que o solido tem 12 faces, 18 arestas e 8 vértices. O
nome deste solido ¢ bipiramide hexagonal, mas pode ser chamado de dodecaedro por conta da
quantidade de faces ou ainda dodecadeltaedro, apesar dessa terminologia estar em desuso para
evitar confusao com outros tipos de dodecaedros.

(b) Observe que os triangulos que compdes as duas piramides sdo isdsceles. Dal, sendo | a
medida do lado do hexagono que serve como base para ambas, a area superficial total da
bipiramide hexagonal sera

A

la_ .. l-a .. .
_ piramide 1 piramide 2
:Asélido_6( + )ﬁA

2 2

=64 +6A

solido triangulo triangulo2

so'lido: 31 (apirdmide 1 + apirdmideZ ) .
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O apdtema de um hexagono regular € dado por a:%, temos %:6\@:1: 12.
AS0ra, seja h a altura da piramide menor. Por consequéncia, a altura da piramide maior sera 2h.
Assim, podemos calcular o apdtema da piramide maior pelo Teorema de Pitagoras:
(2h)2+(a) 2 :<apirdmidel) zﬁ(apirdmidel) 2 :4h2+(6 ‘/5) ’2 A pirimide1 = 2N W +27 .
Procedendo analogamente para a piramide menor, temos:
(h) 2"'(“) 2 :(apirdmideZ)z :>(apirdmide2) 2= h2+(6 \/§> 2 :apirdmideZ:\/hZ-'- 108. Entdo, temos que
A siao=312-(2Vh2+27+Vh?+108)= 1404 =3-12-(2Vh2+27+Vh2+108 )=
2Vh2+27+Vh?+108=39=2Vh?+27=39 -\ h?+108=(2/h?+27)2=(39 - h2+108)2=

2 __ 2 R 2 __
42+ 108=392— 239 AT+ 108+h2+ 108 =0 5% — /57108 = (21

2
- =V 108)

9h*—6-392 h2+39"*
6084
hy;=-3 \/1_3(11670 serve)eh,=—11 \/E(ndoserve) .
Portanto, h=3v13. O volume do sdlido ¢ dado pela soma dos volumes das duas pirdmides.
ASSIM:

=h?+108= 1"~ 1690h2+184041=0=h,=313, h,=1113(ndo serve),

2./ 2 L1972 I 2.7
3/ J3.2h 3] ﬁ_h M-z-(wm 312 ¢3-(3J§)
_ 2 2 T2 2
Vso'lido - Vpirdmide 1 + VpirdmideZ = Vso'lido - 3 + 3 = Vsélido - 3 + 3 =

V ssiao=144 V3:3vV13+72+/3:3V13=> V a0 =048 V39cem?

Quesgtao 9

Dados com formatos de poliedros, como os mostrados abaixo, sao utilizados nos mais diversos

tipos de jogos de tabuleiro.

(a) Determine o nlmero de faces, Vértices e arestas de cada poliedro representado acima.

(b) Tem-se abaixo a planificacdo de um dado dodecaédrico com os nimeros de 1 a 12 em suas
respectivas faces. Por um defeito na fabricacao do mesmo, algumas faces ficaram sem seus
nUmeros, representados abaixo pelas letras x, y, z e w. Sabendo que a soma dos nimeros de
faces opostas é sempre igual, determine os valores de x, vy, z e w.
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(c) Supondo que tenhamos um dado tetraedrico com os nimeros de 1 a 4 em cada face, um
dado normal com ndmeros de 1 a 6, um dado octaédrico com nimeros de 1 a 8, um dado
dodecaédrico com nimeros de 1 a 12 e um dado icosaedrico com nimeros de 1 a 20, se
sortearmos um nimero de cada dado, nessa ordem, qual a probabilidade deles formarem uma
progressao aritmetica?

Solucao

(a) A tabela abaixo mostra a quantidade de faces, vértices e arestas dos poliedros representados:

| | |Arestas] Faces [Vértices|
Poliedro Amarelo Octaedro

Poliedro Laranja___ [Tetraedo | 6 | 4 [ 4 |

(b) Analisando a planificacao vemos que 4, 6, 7 e 8 sao os nimeros que faltam. Como a soma das
faces opostas sao sempre iguais, devemos ter de acordo com a planificacdo que 9 +y = 12 + 1
=Xx+z=114+2=5+w=3+10.Dal,seguequey =4,w =8 x=7ez=6A
planificacdo com todos os nUmeros fica assim:

(c) Os valores possiveis que podem formar uma progressao aritmetica para cada dado sao:

Nimero sorteado

oo |n [ha | S| =i (=
o
(%]

] B LT=1 [ ) L]
-
—ry

oo | o | = (= | | Lo | oo | @ | 4= | R | =) e a | =
—~
=
—
=

s e |w oo [ro | o [ == =
a4 |on | 4= | o | on [ 4= o (o [ = [ o[ ra | =

=
(=]
=y
P

Temos no total 14 possiveis combinacdes dentre as 4:6-8-12-:20=46080. Assim, a
14 _ 7
46080 23040

probabilidade pedida ¢
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Questao 10 — UER] 2007 (Universidade Estadual do Rio de Janeiro)

Na construcao de um hangar, com a forma de um paralelepipedo retangulo, que possa abrigar um
"Airous", foram consideradas as medidas apresentadas abaixo.

Airbus A3XX-100

Envergadura

79.8 metros

Comprimento e altura total

24,1 metros

73 metros

(Adaptado de "Veja", 14/06/2000.)

Calcule o volume minimo desse hangar.

Solucao

O volume de um paralelepipedo retangulo ¢ definido pelo produto de suas dimensdes. Assim:
Vv =79,8-73-24,1=>V =140392,14 m°.

hangar hangar

Quesgtao 11
Seja um prisma regular de base hexagonal com lados de medida | e altura de medida h. Sabendo

que o volume do prisma é 24418 , determine todos os valores inteiros de | tais que existe uma
constante k de modo que 4 =k-A e k>l

lateral — base
Solucao

Utilizando a férmula que nos fornece o volume de um prisma, temos:

Vpn-sm=Abasg-h:24Wz%-h:zzh: 45%23:;11:%. Assim,
A,mm,:k-Abase=>6lh:%2@:>6-(161\/6):1{.3;2\/5: 96/6:"'332@:192%: 3kFV3=
k13:64ﬁ=z:§/64—Tﬁ
Para | ser inteiro, k dever ser na forma ¢+v2, com g inteiro. Entdo, temos lzi/%:ﬂ:%.
q

Se 3/5 divide 4, temos que g = 1, 8 e 64, donde obtemos | =1, 2 e 4. Mas para k>[
devemos ter ¢v2>1, e tal condicdo so ¢ satisfeita paral = Tel = 2.
Segue que os possiveis valores de | sédo 1 e 2.
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Quesgtao 12

A raiz quadrada da razao entre as quantidades de diagonais espaciais de um icosaedro e um

/e A a
dodecaedro, sendo estes Solidos Platbnicos, pode ser expressa na forma 5 comaeb

inteiros. Determine a + b.

Solucao

Inicialmente, percebba que uma diagonal precisa de dois vértices para ser formada. Assim, basta
escolher 2 entre os V vértices do poliedro, donde segue que ha (Z) . Mas as diagonais

espaciais sao entre veértices de faces distintas e elas ndo podem coincidir com as arestas. Entao,
devemos desconsiderar as A arestas e todas as diagonais das faces. Segue que a quantidade de
diagonais espaciais de um poliedro convexo ¢ dada por

D:(Z)—A—Zd

Sendo V o nimero de vértices, A o nimero de arestas de Z d asoma das diagonais das faces
do poliedro. Vamos agora calcular o nimero de diagonais espaciais de cada poliedro.

Um dodecaedro regular ¢ formado por 12 faces pentagonais, tendo 20 vértices e 30 arestas.

Lembrando que a quantidade de diagonais de um poligono de n lados € dada por 7’1(”2_3) ,
temos:
Ddodecaedro: (220 )_30_ 12 ( 5 ( 52_3 ) ):> Ddodecaedro: 190 —30—60 = Ddodecaedro: 100

O icosaedro regular ¢ formado por 20 faces triangulares, tendo 12 vértices e 30 arestas. De forma
andloga ao anterior, temos:

3(3-3)
2

Dicosaedm:(122)_30_12( ):>D =66—30—-0=D. =36

icosaedro icosaedro ™

Dai, temos:

D, d a \/36 a 3 ' /
= e 5 2= 2o 2= =3,h=5. Efinamente cond b=8.
W: b V100 b 5 ¢ inalmente concluimos que a +

SRS
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2.3 Nivel Dificil

Quesbae 1 - OOM 2000 Qlimpiada Cearense de Mabematica

Se um poliedro convexo tem 6 Vvértices e 12 arestas, prove que toda face ¢ um triangulo.

Selugde

Sejam V. A e F respectivamente o nlmero de Vvértices, arestas e faces do poliedro. O teorema de

Eulernosdd V—-A+F=2, edal F=A-V+2=F=12—6+2= F=8.

Sendo F, o numero de faces com k arestas, temos F=F,+F ,+F +... e queremos provar

qQue F=F; ouseja que F,+F+..=0. Paraisso note que, como cada aresta pertence a

exatamente duas faces, tem-se  3F,+4F ,+5F.+... =2A =24. Mas isso implica

24=3F<3(F;+F +F +..)<3F,+4F ,+5F +..=2A =24, de modo que todas as

F+F,+F+.. . =3F,+4F +5F +...,
3¢

ouseja, F,+2F.+3F.+...=0. Como F,=0 paratodok, segue que F,=0 para k>3.

desigualdades acima devem ser igualdades. Em particular,

Observacdo: Um pouco mais de trabalho nos permite concluir que um poliedro satisfazendo as

condi¢des do enunciado € necessariamente um octaedro. Por exemplo, se denotarmos por V',

O nUmero de vertices do poliedro no qual incidem k arestas temos (analogamente ao feito acima):
Vi#V AV +..=V=6 e 3V;+4V , +5V +..=2A=24.

Essas equacdes permitem concluir que V=V, e a partir dai concluir que o poliedro em

Questao € um octaedro € quase imediato.

QUeSLae 2 - ITA 2014 (nsbibube Tecnolégice de Acronaubica

Uma piramide de alturah = 1 cm e volume V = 50 cm?3 tem como base um poligono convexo de
n lados. A partir de um dos vertices do poligono tracam-se n — 3 diagonais que o decompdem
em n — 2 triangulos cujas areas S,;,i=1,2,...n—2, constituem uma progressao aritmética na qual

S3:%cm2 e S,=3cm’ Entdon ¢ igual a:

(a) 20 (b) 22 (©) 24 (d) 26 (e) 28

Selucae

Utilizando a férmula do volume da piramide, podemos descobrir sua drea da base:
Abase.h Abase' 1
14 = e 50=ta oy

piramide — 3 3 base
S, +5,+5,+...+5,_,=150.
Na PA em questdo, S,=S5,+3r, sendo rarazao da progressao aritmética. Entao,

=150cm? Dal, ¢ imediato que
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3=%+3r26=3+6r2r=6—g3=m=%. Portanto, S1=S3—2r:S1=%. Como
n—2

2

S, =S +(n-3)r=8, ,= , segue da férmula da soma dos termos da PA que

ara)_  _(ne2ses,y)_ D)
5= Ay, = S =150= 3 =300=(n—2)
n’—3n—598=0=n,=26en,=—23(ndoserve).

Assim, segue gque a base da piramide ¢ icosinexadecaédrica e n=26. Alternativa (d).

n—1

S=

=

QUeSLae J - OPM 2013 Qlimpiada Paulista de Matematica (Adapbade)

Os sdlidos de Platdo tém faces com mesmas quantidades de arestas e, além disso, de cada Vvértice
sai @ mesma quantidade de arestas. Se todas as arestas tém a mesma medida, o sélido de Platdo é
regular. Pode-se pprovar que ha cinco soélidos de Platdo: o tetraedro, o hexaedro, o octaedro, o
dodecaedro e o icosaedro.

Voce ja deve conhecer bem os dois primeiros solidos, e quem sabe o terceiro. Nesse problema,
daremos uma atencao especial ao icosaedro.

Nesta questao, calcularemos o raio da esfera inscrita no icosaedro regular, que € o sdlido de Platdo
com 20 faces triangulares.

(a) Sendo 6 o angulo diédrico entre as faces ABC e BCD do icosaedro regular, calcule cos 6.
(b) Considere o quadrildtero destacado na figura da direita, que tem como Vvértices o centro do
icosaedro, dois centros de faces adjacentes e o ponto médio de uma das arestas. Sendo £ a
medida da aresta do icosaedro, calcule o raio da esfera inscrita no icosaedro.

Vocé pode querer utilizar os seguintes dados:
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1+V5
2)'

® A diagonal de um pentgono regular de lado x & x-(

0 \/l—cosﬁ
o — )= .
tg(2) cos O+ 1

Selucde

(a) Seja £ a medida da aresta do icosaedro. Note que o triangulo formando angulo 6 possui dois
lados que sdo alturas de triangulos equilateros de duas faces e o terceiro lado sendo a diagonal

de um pentdgono regular. Sabe-se que a altura do triangulo equildtero é KT% e, como dado na

dica, a diagonal do pentdgono é £+( 1+2¢5 ).
V3 X V3
F.T F.?
8
. /O\ D
1+45
T2

Usando a Lei dos Cossenos, temos:

AD2:AX2+XD2—2-AX-XD~cos9:>(€(\/g;l)) :(‘)53) +(ff) _z.(fzﬁ).(T) cos0=

6+2v5_6—6cos0 _—5
= =>cosf=——.
4 4 3

(b) Observando o quadrilatero formado por dois centros de faces, o centro da circunferéncia
inscrita e o ponto onde forma-se o angulo B entre as duas faces, temos a figura a seguir. Note que
0s dois triangulos sdo congruentes, pPOIs Possuem os trés lados iguais. Portanto, o angulo O serd
dividido em dois angulos iguais.

Note que o centro do triangulo equildtero divide a altura na razdo de 2:1, pois nesse caso O
centro coincide com o baricentro e a altura com a mediana. Usando a dica, temos:

Oy__r _ N3y [1=cosf _ _ _
5(5)= NG =r=l o osaar = == 00
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Note que

g

1_(7)_\/3+ﬁ_\/3+£_(3+£)_ (3+v5) 3445
=5, . V3-v5 V345 345" -2
( 3 )+1

Dessa forma, chegamos a rzf-(%).

QUeSLao 4 - OCAXM 2002 Wlimpiada Capixaba de Matematica 2002)

A partir da figura abaixo calcule o volume de um tetraedro de aresta a.

Selugae

av2
-

Basta observar que o cubo fica dividido em 5 sélidos: um tetraedro e 4 piramides de base
2

triangular de area igual a % e altura b. Logo o volume do tetraedro de aresta a ¢ igual a

A aresta do cubo mede b=

(@ V2 )3
b\ b b’ 2 a’\2
Vtetraedro = b3 -4 ( 7 ) (E) =V tetraedro — ? =V tetraedro — T =V tetraedro — T

Quesbae 5 - OBM 1992 Qlimpiada bBrasilcira de Matematica 1992)

Um dado ¢ um sélido com a forma de um poliedro convexo com um ndmero impresso em cada

face de tal forma que se forem apagados todos os nimeros as faces se tornam i distinguiveis. Diga
para quais valores de n ¢ possivel construir um dado de n faces com a propriedade de que para

cada face ha sempre uma outra face paralela.

Selucae

Como para cada face hd uma outra face paralela, n deve ser par e claramente n>4. O Unico
poliedro convexo com 4 faces ¢ o tetraedro (regular ou Ndo) que ndo admite pares de faces
paralelas; assim, n>6, com n par.
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Observacao: E possivel mostrar explicitamente como construir um dado com n faces para

qualguer n par, n=6. Vamos dividir a construcao em dois casos: n multiplo de 4 e n da forma
4k +2.

Para n=4k, construimos a bipiramide colando pelas bases duas piramides iguais com base um
poligono regular de 2k lados. Note que o octaedro regular € uma bipiramide para n = 8; veja na
figura abaixo um exemplo de bipiramide para n = 12:

Para n=4k+2, construimos a bipiramide torcida, mais conhecida como trapezoedro. Tomamos
iniciaimente duas piramides iguais com base um poligono regular de 2k +1 lados. Colamos as
duas bases com um encaixe imperfeito, de tal forma que as duas bases formem uma estrela de

4k+2 pontas, com os vertices coincidindo com os de um poligono regular. As faces das duas
piramides sao os planos suporte para as faces do Nosso poliedro: precisamos apenas prolongar e
cortar as faces. As novas faces serdo quadrilateros com lados vizinhos iguais dois a dois, tamoém
chamados de deltoides. Note que o cubo ¢ um trapezoedro para n = 6; veja na figura um
trapezoedro para n = 10.

0 dodecaedro e o icosaedro regulares sao dados mas ndo sao bipirdmides ou trapezoedros.

Quesbtae 6

Se a altura de uma pirdmide regular de base dodecagonal for duplicada e o lado de sua base
reduzido a metade, qual a diminuicao percentual no volume da piramide?

Selucde

O volume de uma piramide de base dodecagonal de alturah e V=

base

Vamos definir a

area da base. Divida o dodecagono em 12 triangulos isdsceles, sendo | a medida do lado. Veja
que o angulo oposto a | medira 30°. Tracando a altura x, obteremos um triangulo retangulo de lado
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— com angulo oposto de 15°, como mostrado abaixo

[
Utilizando relacdes trigonométricas, temos  tg 15°:%=>tg 15":21—)(. Sabemos que
0 1—cos @ V3

tg (=) =4 . Sabendo que 30°= temos
g(2) cos O+1 d €08

V3

2 23

tg15°= =>tg 15°=||—=——=>1g 15°=

V3

2t

NPT 2793 o 15°=T—43=1g15°=2—4/3.
Dai, podemos dizer que 2—+/3=

—Lz«(4—2\/§)x:l:x: !
2x

243
==>x= L
4-243 2
2+43
l a 2 ! 2443
A drea de cada triangulo sera entdo A,,,,.dngul():?xﬁAmﬁngulo—fﬂA,,mgulo 22+( 2 )
A drea total do dodecagono é
Adodeca’gono = 12 Atrzanéulo Adodeca'gon.o = 12 12 ’ 2 A \/5 = Adadecdgono: ZZ. (6+3 \/5)
2. . —
Assim, 0 volume da pirdmide serd V' = M =V =(2+3)-12-h.
O novo volume V' da piramide sera
— 2. 2.
r:(2+\/3).(é)2.2h:V ,:(24-\/5#: Vr:(zh/i#
A diminuicdo percentual sera de 50%
Quesbae 7 - OBM 1990 Qlimpiada brasilcira de Matematica

Dado um poliedro convexo com um numero impar de faces, mostre que existe pelo menos uma
face com um numero par de lados
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Selucae

Supondo que todas as faces tivessem um nimero impar de lados, entdo a soma dos nimeros de
lados das faces seria impar, pois o total de faces € impar. Mas essa soma ¢ igual a 2A, onde A € o
numero de arestas do poliedro. Contradicao.

Logo, existe no poliedro uma face com um ndmero par de lados.

Quesbae & - UFPel Wniversidade Federal de Pelebas)

No pais do México, hd mais de mil anos, © povo Asteca resolveu o problema da armazenagem da
pos-colheita de graos com um tipo de silo em forma de uma bola colocado sobre uma base
circular de alvenaria. A forma desse silo ¢ obtida juntando 20 placas hexagonais e mais 12 placas
pentagonais.

Com base no texto, ¢ correto afirmar que esse silo tem:

(@) 90 arestas e 60 vértices.
(b) 86 arestas e 56 Vértices.
(c) 90 arestas e 56 vértices.
(d) 86 arestas e 60 vértices.
(e) 110 arestas e 60 vértices.

Selucde

Podemos perceber que este poliedro tem 20 + 12 = 32 faces. O total de arestas ser

A:20-6;-12-5 = 4=90

Utilizando a Relacao de Euler, vem V —A+F=2=V -90+32=2= V' =60.
Portanto, o silo tem 90 arestas e 60 vértices, alternativa (a).

Observacdo: o solido retratado € um icosaedro truncado e € mais conhecido por ter um formato
semelhante ao da bola de futebol classica.
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QUesSbao 9 - IME 2008 (Insbibube Milibas de Engenharia

Um plano corta um cubo com aresta de comprimento 1 passando pelo ponto médio de trés
arestas concorrentes no vértice A e formando uma piramide, conforme a figura a seguir. Este
processo ¢ repetido para todos os vértices. As piramides obtidas sdo agrupadas formando um
octaedro cuja drea da superficie externa ¢ igual a:

@ () V3 © (2 @1

N|§‘
N|§‘

Selugde

Cada face do octaedro obtido sera equivalente a seccao formada, que € um triangulo equilatero.
Observe que cada lado £ desse triangulo equilatero forma um triangulo retangulo com os lados do
cubo. Utilizando o Teorema de Pitagoras:
IS S R 1 V2
0C=(2) +(z) =2 0=2(-)= == t=—>(=—=.
(3)+(3) = £=2(5)= £=ts t=f-m 0=

A drea de cada face do octaedro sera equivalente a drea de cada um dos triangulos equilateros
de lado f = 1. Como o octaedro tem 8 faces, sua area superficial sera

23

A superficie = 8 ' A trianguloequildtero =4 superficie ™ 8 ( 4

()\/—:«A =V3.

)=4 2(€V3)=4

supe}fue superficie —

=2(2) 3=

A

5upe;fue superficie

Portanto, a area superficial externa do octaedro serd /3. Alternativa (b).
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® Nivel Facil

Questao 1 — 3 vezes
Questdo 2 — (d)
Questdo 3 - (e)
Questdo 4 - (e)
Questdo 5 — (d)
Questdo 6 — (a) Dousglas; (b) 9 arestas e 6 vértices.
Questdo 7 - (c)
Questdo 8 — 336 dm3
Questdo 9 — (o)
Questdo 10 - (o)
Questdo 11 - (a)
Questdo 12 - (d)
Questdo 13 - (d)
Questdo 14 - (o)
Questdo 15 - (c)
Questdo 16 — 105 cm?
Questdo 17 — (e)
Questdo 18 - (d)

® Nivel Médio

Questdo 1 - (c)
Questdo 2 — (e)
Questao 3 — Demonstracao (ver pagina 34)
Questao 4 - (a)

Questao 5 — (a) 14 faces; (o)

Questao 6 — (c)

Questao 7 — (e)

Questao 8 — (a) 12 faces, 18 arestas e 8 veértices; bipiramide hexagonal, dodecaedro ou
dodecadeltaedro; (0) 64839 cm?

Questao 9 — (a) Poliedro amarelo (octaedro): 12 arestas, 8 faces e 6 vértices; Poliedro vermelho
(icosaedro): 30 arestas, 20 faces e 12 vértices; Poliedro azul (dodecaedro): 30 arestas, 12 faces e
90 vértices; Poliedro laranja (tetraedro): 6 arestas, 4 faces e 4 vertices; Poliedro verde

1
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(trapezoedro): 20 arestas, 10 faces e 12 vértices; (b) x=7,y=4,z=6ew=8, (C) ﬁ
Questao 10 - 140392,14 m3.
Questao 11— =1ou £ =2

Questao 12 — 8
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® Nivel Dificil

Questao 1 — Demonstracao (ver pagina 42)
Questao 2 — (d)

Questéo 3 - (a) cos@z_?\/g; (o) r:g(%)_
- a2
Questdo 4 - TIE

Questdo 5 - n=>6, com npar.

Questao 6 — 50%

Questao 7 — Demonstracao (ver pagina 48)
Questao 8 — (a)

Questao 9 — (b)
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